EM DIRECAO A UMA TEORIA GERAL DA

ESTRATEGIA MATEMATICA

MAURICIO KIWIELEWICZ
Capitio-de-Mar-e-Guerra (EN)

CONSIDERACOES PRELIMINARES

As solugdes das equagdes de Lanchester
no campo ttico foram apresentadas em situ-
agdes anteriores” Uma extensdo dos mode-
los de combate pode ser feita de modo a se ter
uma integragio de cardter estratégico.

As possibilidades desta Teoria Geral Es-
tratégica podem ser entendidas, porexemplo,
nas seguintes situagoes:

Considereafigura 1

I* Contexto

SejamM,...M exércitos de pafses deuma
coalizagiio em combate contra outracoalizacio
formada pelos paises N, ..., N. As linhas
indicam as interagdes (combates) expressas
pelas taxas de atrito A, , B ...
——
* RMB ¥ Trim/1996 e 1* Trim/1997
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2" Contexta

M. ....M siio porta-avides do pafs Azulem
combate com umaesquadra VermelhaN,, ...,
N . As linhas indicam interagOes entre avides
do pais Azul e langamentos de misseis por
parte da esquadra Vermelha.

A principio vamos assumir que as equa-
¢oes que governam o combate s&o da forma:

dM
T =-BN (1)
dN
Tl' =‘-3LM (2}

Onde M e N sdio matrizes colunas dadas por
M={M M, ..M.}
N=({N,N,...N,}
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O modelo matemitico do engajamento € representado pelas varidveis de estado M, e N,
interagindo um com outro através das taxas de atrito A e B,
A titulo de exemplo pode-se apresentar o aspecto de uma coluna de A (aj-€sima) de modo que:

sty b,
R

(3)

Assim M estd engajado simultaneamente com as forcas N, ... N,

As equagdes (1) e (2) podem ser colocadas em uma forma matricial dnica:

dax

=N X OX ()
dt

onde

X={MN) (5)

€,

C=l o -B| 6
A0
ALGUNS RESULTADOS IMPORTANTES

Solugiio da equagiio X=CX

A solugiio geral X pode ser colocada na forma X = PQ onde P € a matriz generalizada de
autovetores direitos ¢ (p € a matriz coluna cujos elementos sao fungoes do tempo.
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Assim
X=cpo (7)
O que conduz a

b=rcPO=1p (8

Onde

[
jrll 0
J=PICP Ja (11)
o "M
A matriz (11) é conhecida como a forma candnica de Jordan da matriz C,
Um tipico “jeitio” de & = J( & da forma:
L .
Q=1" " (12)
Onde

¢ . {q:’lm ¢2u| tpumlmr (13)

(ﬂ‘;l = {(pll[i] ‘P:li] . K‘l”}mn (14)

Onde J ' pode-se apresentar basicamente de trés modos.
Tipo1:
jlnﬂl"" lls}

Onde a multiplicidade de A" é 1.
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Tipo2:
o= A0 (16)

quando a multiplicidade de AL ¢ igual a K com K2 2, os corréspondentes autovetores sio
linearmente independentes.

Tipo3:
1000...00
1100...00
0110...00
]'“:}L'i' NI % ¢ (17)
0000 0o
0000 11
= KXK

Pode-se mostrar que:

i (112
@ =exp (A1) [1+4 A% H, + 0"_"” H.+..]A"Y
1! 2!

=exp (A0 [1+ .ll_nl H+{.?"_m‘_:': H? +...]AY
' 1! 2!

=exp (At DPA® (18)
Onde
Ay AR A e (19
B = 14 T H+ T H+..+ 1) )

A= {A1m A:m g A-K“I} (207
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As matrizes H sio das por

0
10
H.=H= 010 (21)

KXK

0

00 0

100
H_.=H:= 0100 (22)

KXK

Que conduz a
HE=0 (23)

Assim a solugio de X = CX pode ser escrita por
X=PQ=P[exp(At)D]A (24)

Onde

[exp (At) D] =[exp (A") D'V exp(A*t) D™ ..]
A={AVAD A"} (25)

Emt=0, X = PA e D=1 logo

A=P'X =Q'X_ (26)
Onde Q € definida por Q= (P")’ (27)
162
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Finalmente
X =P [exp (A) D] Q"X (28)
EQUACGES DE LANCBES:TER PARA COMBATES
ACOPLADOS ENAO ACOPLADOS

Ji sabemos que o modelo matricial para oengajamento satisfaza _r_?(_ =CX e pode-se mostrar
que sendo g um autovetor esquerdo, a equagio (29) € satisfeita.

Clq=1q (29)

0 autovetor q pode ser decomposto em colunas correspondentes a forgas azuis e vermelhas.
Assim

q={CV C,W) (30)

Pode-se, levando em conta que C :[(; -O] escrever:

o -A"| |cv cv
B Q:I [c:'w =’“[CJW Gl

Ou
- ATC,W =AC V (32)
-B'C,W=AC,W (33)

Pré-multiplicando (32) por B!

-BTATC,W =B'C,VA=-AIC,W ou (B'AT-ADHC,W=0 (34)
Pré-multiplicando (33) por A
-ATB'C,V=ATC,WA ou (ABT-ADCV=0 (35

A(nxm) eB (mxn)em>n, entlio existirio n autovalores comuns,

As matrizes produto A’B" ¢ BTA" sdo sempre nfo negativas. De acordo com o teorema de
Frobenius-Perron o sistema tem um autovalor maximal em médulo. A este autovalor corresponde
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um autovetor que serd denotado por q,. Desde que C, V, e C, W, sfio submatrizes do autovetor
esquerdo de C segue que:

q,={C,V, C,W,} (36)
Considerando novamente o sistema
-ATC,W =AC,W (37)
-B'C,V=2C,W (38)
Tomando-se a transposta do sistemaem V=V, ¢ W=W,
-CWA=ACVT (39)
-CVB=ACW/ (40)
Pré-multiplicando as equagdes pore={ 1 ... 1} vem

2
i V,/BeV'e TBe.V e
=2 ( W, TAe W e &l

Conforme jé foi verificado Q" P=1.

Assim o autovetor generalizado a esquerda g, € ortogonal aos autovetores direitos Pj, ou.
s 1 Pli=j
9P = : (42)
0 Phz)
Reconsiderando:

X=P[lexp(A) D]QX,

Pré-multiplicando porg, " (autovetor dominante transposto) e lembrando que o corresponden-
te autovalor dominante € A, = A'" ¢ ainda a notagiio g, = g

[q,"X],,,=[9,"P lexp (A) D] Q*X.],
Que desenvolvida conduz a

lq9,"X),_;=q,'X, (43)

164 RMBIYT/2000



Observando agora que
X,={M, N, }segue

ql.rxﬂl=[CI“"II-r C:W'T] {Mn Ncn}

q,"X,=C, (V,"M, + _.C._me
_V,'Be 'v'Te
Tx ; W' N,
=C,[VM, - (WTAe 3 (44)

Pode-se reduzir a expressio (44) a um aspecto adimensional através da introdugio do
parimetro S (parimetro de superioridade):

g,'X

CVi'M,

Introduzindo

Iz
o = W Ae W e V,™™, (46)
*“\V'Be ' V%) WN,

S= (45)

Ter-se-4
. .
. ey 1 (L TSR K] P B SEE
SV, wrm W' J VM, L

Os parimetros adimensionais S, S, € @, sio independentes da escolha de V, e W,
O parimetro S mede a contribuigdo do termo dominante na obtengdo da solugio do n[\'el

de forgas ao longo do tempo.

Pode-se notar que

0 <5 <10 para 1.0<@, <= (48)
S,=0 paa @, =] (49)
~e<S§ <O para 0<@, <1.0 (50)
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SOLUCAO NUMERICA

dx
As equagodes do sistema = A =CX podem ser colocados na forma discreta ou
A (X,

-X)=CX, ou X,
At

=(1+AtO)X, (51)

1 1

com ﬁt:lml -t

Um pouco mais de sofisticagdo pode ser obtido se desejarmos incluir o efeito da adigéio ou
retirada durante o combate.

Assim

X, =0+AtO)X +D, (52)

EXFMPLO

Considere o combate delineado na figura 2 pela forca M, contraas forgas N, e N... Considere,
ainda, conhecida a matriz de taxas de atrito: )

M, 0 -3 -l M,
L]
N, = -413 0 0 N,
.

: -2 0 0 N,

Neste caso X"= (M, N, N,} = (X X X }

-4/3
A= 5 . B=[32 1),

2xl

4) cdleulo do A dominante

[CT-A1)=0
A .43 -2 A
-an A o l= (Ai-4)=
<] 0 -A
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logoA =2

b)cilculodeq,

-2 -4/3 -2 a
-312 -2 0 b =10
-1 0 -2

que conduz a

a=1, b=-3M4ec=-1/2

l
Logo q, = §f -3/4
-12

¢) CélculodeV "eW "

43
Como A= 5 e B=] 312

32 372 2 3
AII-BT=[4."3 2] B =4 ¢ B'A"= 1 [4/3 2] = 4/3 2

Logo, onde o f= A°

(ATB"-aBI)C,V,=0 ou (4-4)V,=0, logo V, =1 (porexemplo)

2 3 1
((4.'3 z) —4]) W, =0, ogquefornece WI= (?ﬂ)
168
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FIGURA T
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d Calculoded,

12
T T
& = AL vi'M, , onde
VB Ve ) W,

Nr E {N:.]ﬂ e Pt‘l“= [MJ
' I:Ni'-)u !

Assim
i (M),
E’” -3 {N])"-r 2/3(N,),

Consideremos trés situagoes

d1) X, =([M,], N1, IN.], } = {200 100 100}

@,=16

d2) X,=(125 100 100}

@, =1.0

d3) X,={100 100 100}

@, =08

Asfiguras 3.4, SapresentamaevolugiodeM, (X)), N, (X)) e N,(X)comotempoadimencional
=AM

Uma outra maneira de perceber-se a evolugiio do combate € construir o grifico S x t.

Este grifico indicado na figura 6 nos d4 uma nitida evolugio do combate.

TOPICOS MAIS AVANCADOS

O modelo geral apresentado acima caracteriza a situagdio tipica do fogo direto. Pode-s¢
desenvolver um modelo que leve em conta os efeitos do fogo em rea de engajamento.
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FIGURA S
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O ponto de partida consiste no uso generalizado das equagdes classicas:

dm, m, =
— SR et {53
dt RM )

—':l.-n_lk.=_;3|il| m, _."h.. (54)
dt M,

Um outro avango € a inclusio dos modelos de guerrilha, 130 necessarios nos problemas de
operagdes ribeirinhas, particularmente, nas questdes que envolvam a defesa da Amazonia.
Contudo, estes dois estudos acima ndo serdo agui contemplados.

"7 CLASSIFICACAO PARA INDICE REMISSIVO:
<Ciéncia & Tecnologia> /Estratégia /; Matematica no combate;

Se praticares alguma acio vergonhosa,
niao creias que ela possa ficar absolutamente
ignorada. Porque, embora pudesse oculti-la de

todos, sempre a conhecerias tu préprio.
Socrates
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