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O presente artigo tem por objetivo comparar solu¢cdes numéricas utilizando

o método de diferencas finitas (MDF) e o método dos elementos finitos (MEF),

com solucdes analiticas para a equacao de adveccao-dispersao relacionada ao

problemadeinfiltracdodeum contaminante pontualeinstantaneo emaquiferos

subterraneos. Diversos exemplos sdao apresentados, mostrando a convergéncia

e acuracia dos métodos numéricos em relagdo a solugao analitica.

Introdugao

A partir da década de 80, com o aumento da
preocupacao ambiental, as aten¢Bes no campo da
modelagem de 3aguas subterraneas se voltaram
para a contaminacao dessas dguas. Auxiliados pelos
computadores, pesquisadores puderam tentar
prever ocomportamento desses contaminantes nos
aquiferos, a fim de minimizar os danos provocados
e/ou elimina-los (Feitosa e Filho, 1997).

Tal previsdo pode ser realizada por meio
de modelos matematicos que representam a
realidade, os quais utilizam o método dos elementos
finitos (MEF) e/ou método das diferencas finitas
(MDF) para resolver as equacdes diferenciais que
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governam tais fendmenos fisicos. Tendo em vista
a importancia do método no auxilio a preservacao
dos aquiferos, este artigo utiliza-se de métodos
computacionais para a resolucdo de modelagens
matematicas por MEF e MDF, a fim de compara-las
com o método analitico e propor a solugdo mais
adequada a problemas de campo reais.

Transporte de Contaminantes por
Advecc¢ao-Dispersao

O transporte por adveccdao é aquele
em que sélidos dissolvidos ou calor sao
transportados a mesma velocidade da agua do
aquifero. Esse termo é preferido a conveccao,
pois, sendo rigoroso, conveccdo se refere a



movimentacdo de fluidos devido as diferencas
de temperatura.

Outra maneira de
contaminantes em aguas subterrdneas é
a dispersdao. Essa se refere a mistura e ao
espalhamento causado em parte por difusdo

movimenta¢dao de

molecular e em parte por variacdes na velocidade,
intrinsecas ao meio poroso. Em muitos problemas
de campo, esse fator pode ser desprezado devido
a heterogeneidade de grande escala do aquifero.
Nesse caso, a dispersao ocorre pela movimentacao
seletiva do contaminante em volta das unidades
menos permeaveis (Freeze e Cherry, 1979).

Se um tracador for injetado instantaneamente
em um campo de fluxo uniforme, o mesmo se
dispersa na direcdo do fluxo (longitudinal) e na
direcdo perpendicular ao fluxo (transversal). Neste
caso, ocorrera uma maior dispersdo na direcdo
longitudinal do que na transversal. A Figura 1
mostra que o ponto inicial toma forma de uma
nuvem eliptica, cuja concentracdo diminui a partir
do centro seguindo a distribuicdo Gaussiana e
o0 centro da nuvem representa o ponto inicial
deslocado apenas por adveccdo. As distribuicbes
de concentracdo longitudinal e transversal na elipse
sdao mostradas pela superposicdo dos graficos
(Wang e Anderson, 1982).
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Figura 1 - Dispersdao de um ponto de fonte instantanea em um campo

de fluxo uniforme.

Equacao de Governo

Segundo Bear (1972, 1979), a dispersao
de um contaminante em um aquifero é devida
principalmente a heterogeneidade do meio,
sendo, portanto, um resultado da existéncia de
uma distribuicdo estatistica dos caminhos do
escoamento dentro das heterogeneidades locais.

Considere um campo de escoamento na qual
a velocidade média linear tem as componentes v,
e v. O tragador € deslocado pelo fluxo de campo e
ainda sofre dispersao. A velocidade microscdpica em
gualquer ponto do aquifero pode variar da velocidade
linear média. As componentes v “e vy* da velocidade
microscopica relativa as componentes da velocidade
média (v e vy) representam o movimento dispersivo.

A massa de fluxo é a quantidade de massa
gue cruza uma unidade de area perpendicular ao
movimento do fluxo por unidade de tempo. A massa
de fluxo dispersivo é a massa de fluxo que resulta
das componentes de velocidade v "e vy*. Em um
volume infinitesimal sobre um ponto do aquifero,
a descarga especifica do mesmo através de uma
face perpendicular a direcdo x é nv ', em que n é a
porosidade. Se C é a concentra¢do do contaminante
como uma massa por unidade de volume de agua,
entdo a massa dispersiva de fluxo na diregao x sera:

fx* = nCvx* (4))

Similarmente, o fluxo dispersivo na direcdo y é
dado por:

f=nCv;’ Q)

Define-se a componente longitudinal e
transversal do coeficiente de dispersao para um
campo de fluxo uniforme na dire¢do x em que
v=ve v= 0. A componente longitudinal do
coeficiente de dispersao é definida por analogia
a Lei de Fick de difusdao. Especificamente, o
fluxo dispersivo é considerado proporcional
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ao gradiente da concentracdo na direcao de
escoamento vezes a porosidade, ou seja,

nCv'=-nD, 0C . A3)
ox

Analogamente, a componente transversal D
do coeficiente de dispersao pode ser definida como:

T

nva* =-nD_0C . (C))
oy

A massa total de fluxo na dire¢do x (f)
é a soma dos fluxos advectivos e dispersivos.
Desta forma:

f.=n(Cv +Cv)). 5)

Considerando a hipdtese de fluxo uniforme
na dire¢do x implica que a massa total de fluxo na
direcdo y é devida apenas ao fluxo dispersivo, logo:

f,=nCv/. 6)

O principio da conservacao de massa requer
que o operador divergente do fluxo seja igual a
taxa de decréscimo da concentracdo de soluto por
unidade de volume do aquifero. Assim, tem-se que:

o + o _ -niC. ™
ox oy ot

A multiplicacdo da derivada da concentracao
de soluto nolado direito da equacdo pela porosidade
visa a representar a variacao da massa de soluto por
unidade de volume do aquifero, ao invés de por
unidade de volume de agua, pois a concentracdo é
definida pela massa de soluto por volume de agua.

Aplicando as Egs. (3), (4), (5) e (6) na Eq.
(7), obtém-se:

2 (n D noC . )
oxX

acy) L @ ac\_ o =
) + (nD )- x(nﬁx) ot

Lox Oy T Qy
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Para um meio homogéneo em um campo

de fluxo uniforme, o coeficiente de dispersdo e a

porosidade sdo independentes da posi¢do. Desta
forma, a Eq. (8) torna-se:

D,&C,D,FC v 0C_JC . Q)

0x? 0y’ ox Ot
Método Numérico

Nesta secdo serdo apresentadas as
formula¢cdes dos métodos de elementos finitos e
diferencas finitas para a discretizacao da Eq. (9). Para
fins de comparacdo dessas formulagdes sera utilizado
para a aproximac¢do temporal o método de Euler
explicito, sendo verificado o critério de convergéncia.

Método de Elementos Finitos

Este método numérico baseia-se no método
de Galerkin, cuja soma dos residuos da solucao
aproximada ¢ dentro do dominio Q , ponderados
pelas funcdes de interpolagdo nodais N,(x,y), €
definida como sendo nula. Isto pode ser descrito
com a seguinte expressao (Bathe, 1996):

I (D,&C D, &C 3, C_0C\ N,(xy) dx dy
21 ox? oy? ox ot

(10)

onde L =1, 2, ..., N; sendo N o numero de nds
do dominio . Considerando um elemento
quadrangular de nds ijmn, a solugdo aproximada
dentro desse elemento é ainterpolacao dos valores
nodais, logo:

Copt) = N (xp)C() + Ni(xy)C() + N, (x,y)C, (1)

m m

+ N (p)C, (1) . (1)

Os termos da segunda derivada sao
integrados por parteseaintegracdosobre odominio
do problema é feita elemento por elemento da

seguinte forma:



8

Y(II(D,aCoN. | D, 0C<aN, v, 0C<N, , OC: N \dxdy
¢ ox Ox oy oy ox ot

= ;(DL oCn_ D, O_Cny)NLdIZ (12)

ox oy

onde I" é o contorno dodominio e =(n n ) € o vetor
unitario na direcdo normal ao contorno considerado.

O sistema de equacgdes representadas pela
Eq.(12) pode ser escrito na forma matricial da
seguinte forma:

(IDI+/U/){C}+/p/{0—C -1 (13)

ot

em que {C} é o vetor das concentragdes
nodais, {0C/0t} é o vetor derivada temporal das
concentracdes nodais, /D] é a matriz dispersao, /U]
€ a matriz advectiva e a matriz [P/ corresponde a
capacidade de dispersdo do aquifero. Além disso,
o vetor {f} corresponde aos fluxos prescritos no
contorno e as fontes de concentragao no dominio.

O termo da derivada da concentracdo em
relacdo ao tempo é aproximado através do método
de Euler explicito por meio da expressao:

1 14)

{6_6' }: L ({f}HAt -
ot | At

Método de Diferencas Finitas

Este método numérico consiste em discretizar
a propria equacgdo que governa o fendmeno fisico em
estudo. Para isso, sera introduzida a seguinte notagao:

Cix,t) = C(iAx, jAy, nAt) = CZJ, (15)

Aplicando-se na Eg. (9) o esquema de
diferencas finitas de Euler avancado no tempo e
centrado no espacgo, obtém-se:

D, C';+1,,' -2 Cni,/ + Cni-L/' + D, C':',j+1 -2 C'Z-,,- + C"i,/-l
(Ax)’ (By)?
;x Cri=Cly C"ifl' ¢,
_ j i g g (16)
2Ax At

cujo erro de truncamento é OfAt,(Ax)?/, ou seja,
primeira ordem no tempo e segunda ordem no
espaco. Colocando a concentracdo no passo de
tempo (n+1) em evidéncia, a Eg. (16) pode ser
reescrita como:

an,{ = C’;,j -(c/2). (C’i'+l,j - C':-l,i) tr x(C’;ﬂ,j -2 C"i,j - C':-/ ,)

o

+r (Cr,, =20+ C) (17)
onde os coeficientes ¢ (niumero de Courant), r_e r,
sao definidos por:

e=(v AUAY); 1 =(D,A(AX)); e r,=(DAUAY)Y)  (18)

Segundo Ozisik (1994), aplicando-se a
analise de Fourier para estabelecer o critério de
estabilidade do presente método numérico tem-se:

c<I; r <V e rySl/z 19)

Exemplos Numéricos

Dois exemplos sdo apresentados para
ilustrar a metodologia empregada nesse
trabalho. O objetivo do problema é simular a
dispersdo em um campo de fluxo uniforme e
unidirecional, recaindo na seguinte equacdo
diferencial apresentada na Eq. (9).

Considerando D, = 0, a Eq. (9) torna-se
unidimensional e pode ser escrita como:

D g¢c _v oC _ oC (20)
ox? ox ot
sendo a condicdo inicial e as condicdes de contorno

definidas por:
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C (x,0) =0, Vx
C@y =C,, parat>0
C(op =0,

21
parat>0

Asolugdoanaliticadoproblemaestabelecido
pela Eq. (20) e condicdes apresentadas na Eq. (21)
apresentada por Ogata e Banks (1961) é:

C(x,)) =C, (exp (v x\ erfc(x+vt \+erfc x-vt
71 ) e ]

L

(22)

onde a funcdo erro complementar erfc(z) é
definida por:

erfe(z) =2 | e"du (23)

7
Exemplo 1

Neste exemplo, serd considerado o dominio
0<x <100m e 0 <t < 400 dias, velocidade média
do fluxo igual a v, = 0.1 m/dia e o coeficiente de
dispersdo longitudinal igual a D, = 1.0 m%dia. A
fim de observar a convergéncia dos métodos,
baseado no critério de estabilidade da Eq. (18),
foram testados trés casos com malhas e intervalos
de tempo diferentes:

-caso la: Ax =10.0 m e At = 5.0 dias;
-caso lb: Ax=1.0 m e At = 10.0 dias; e
-caso 1c: Ax =5.0 m e At = 20.0 dias.

Aseguir as Fig. 2, 3 e 4 mostram a simulagao
numérica desses trés casos:
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Figura 2 - Concentragdo ao longo do eixo x para o caso 1a
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Figura 3 - Concentragdo ao longo do eixo x para o caso 1b.
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Figura 4 - Concentragdo ao longo do eixo x para o caso 1c.

Exemplo 2

Neste exemplo, serd considerado o
dominio 0<x <200m e 0 <t <500 dias, fixou-se
um tamanho de malha espacial de Ax = 10.0 m
e intervalo de tempo igual a At = 100.0 dias. A
fim de observar a convergéncia dos métodos,
baseado no critério de estabilidade da Eq. (18),
foram testados trés casos com coeficientes
fisicos diferentes:

-caso 2a:v_=0.1 m/diae D, = 0.5 m%dia ;
-caso 2b:v_=0.1 m/diae D, = 0.1 m’/dia ; e
-caso 2c:v_=0.2 m/diae D, = 0.1 m%dia.

Aseguiras Fig. 5, 6 e 7 mostram a simulagao
numérica desses trés casos:
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Figura 5 - Concentragdo ao longo do eixo x para o caso 2a.

— Al - =100
———-Analtca - =300
Apacea - =300
—-—--Analtea - =00
Analtea - =300
MEF - #= 00
MEF - =200
MEF - #=300
MEF - #= 400
MEF - #=300
MODF - =100
MODF - =200
KDF - =300
MODF - =400
MDF - =500

© (madiz)

200
Figura 6 - Concentragdo ao longo do eixo x para o caso 2b.
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Figura 7 - Concentragdo ao longo do eixo x para o caso 2c.
Conclusdes

Da analise dos resultados apresentados
pode-se observar que o MDF apenas convergiu
no caso la, onde o critério de convergéncia
apresentado na Eq. (19) foi atendido pelos dados da
simulacdo. No caso 2a, embora o critério também
fosse atendido, o MDF ndo convergiu devido ao
passo de tempo ser relativamente grande.

Poroutrolado, o MEF apresentou excelentes
resultados para todos os casos dos exemplos 1 e 2,
convergindo em todos os casos simulados, tendo
perdido precisdo apenas nos tempos t = 400 dias e
t = 500 dias do exemplo 2.

Portanto, o presente artigo pode comparar
solucdes numéricas utilizando o MDF e o MEF com
solucdes analiticas para a equagdo de adveccdo-
dispersdao para o problema de infiltragdo de um
contaminante pontual e instantdneo em aquiferos
subterraneos, concluindo que o MEF apresenta uma
formulagdo mais robusta, mesmo utilizando um
esquema de avanco no tempo de primeira ordem.

E certo que a presente pesquisa avangara,
no tempo, assim como outros esquemas usuais da
literatura, tais como Crank-Nicolson e Runge-Kutta
(Wood, 1990), que sdo de ordem mais elevadas, e
esquemas mais recentes, tal como a Aproximagao
Explicita de Green (Vasconcellos, 2008), que ainda ndo
foi aplicada para a equagao de advecgao-dispersao.
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